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A high order intuitionistic fuzzy time series forecasting model was built. In the new model, fuzzy clustering 

algorithm was used to get unequal intervals, and a more objective technique for ascertaining membership and 

non-membership functions of intuitionistic fuzzy set was proposed. On these bases, forecasting rules based on mul-

ti-dimension intuitionistic fuzzy modus ponens inference were established. At last, contrast experiments on the enroll-

ments of the univers ity of Alabama and the daily average temperature of Beijing were carried out, which show that the 

novel model has a clear advantage of improving the forecasting accuracy.
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：提出一种高阶直觉模糊时间序列预测模型。模型首先应用模糊聚类算法实现论域的非等分划分；然后，

针对直觉模糊时间序列的数据特性，提出一种更具客观性的直觉模糊集隶属度和非隶属度函数的确定方法；最后，

利用直觉模糊多维取式推理建立高阶模型的预测规则，进行预测。在 大学入学人数和北京市日均气温 组数

据集上分别与典型方法进行对比实验，结果表明该模型有效提高了预测精度，证明了模型的有效性和优越性。

：高阶；直觉模糊时间序列；预测模型；直觉模糊推理

： ：

模糊时间序列（ ）预测理

论由 和 在 年首次提出 并应用

于 大学招生人数预测，取得较好的预测效

果 。进而该理论在预测领域得到广泛研究与应用，

尤其在不精确数据、模糊数据或数据发展趋势不明

确的问题中预测效果优良，如粮食产量预测 、股

指交易量预测 、环境污染物浓度预测 等。

对 预测模型的改良主要集中在 个方面。

）论域划分方法的改进。由研究初期的等分划分

方法 向预测精度更高的非等分划分方法 改

进。 ）模糊关系和预测规则的改进。预测规则的

建立以模糊关系为基础，它们是 模型的核心部

分。很多学者将神经网络方法 、粒子群算法 、

矢量量化技术 等引入 模型，取得了比较精确

的预测结果。 ）由一元一阶模型到多元和高阶模

型的改进。高阶模型 和多元模型 的出现有

效解决了一元一阶模型在实际应用上的局限性，使

模型的适应性大大增强。 ）由非时变模型到

时变模型的改进。时变模型中的模糊关系是一个随

时间变化而变化的动态量，这很大程度上提高了模

型的适应性，但计算量也随之增大 。

在 模型中，对历史数据模糊化时采用传统

的 模糊理论，即只用隶属度来度量数据的隶

属性质，这既不够全面也不够客观，从根本上限制
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了预测精度的提升。考虑到直觉模糊集

用隶属度、非隶属度和直觉指数

个指标来描述信息的模糊性，较传统模糊集更客

观和细腻， 等 首次将直觉模糊集理论融

入时间序列分析，建立了一个直觉模糊推理系统进

行预测，但其本质还是隶属度模糊推理系统和非隶

属度模糊推理系统的加权合成。 等 在

模型的基础上初步建立了直觉模糊时间序列（

）预测模型，但其直觉

模糊集隶属度函数和非隶属度函数的构造方法存

在一定的缺陷，导致隶属度和非隶属度之和的最大

值恒为 。郑寇全等 利用直觉模糊 均值聚类

算法实现论域的自动非等分划分，并且在预测步骤

中引入回溯机制和矢量预测技术 ，有效提高了

模型的预测精度，但是如何有效地直觉模糊化

历史数据使其符合直觉模糊 均值聚类算法的应用

条件依然是一个有待解决的难题。直觉模糊集理论

的引入极大地扩展了时间序列对模糊信息的处理

能力，为模糊时间序列研究开辟了新的研究方向。

然而，当前 理论的研究仅崭露头角，国

内外相关学术成果极少且理论研究深度不够，预测

精度有待进一步提高。鉴于此，本文从非等分论域

划分、直觉模糊集的隶属度函数和非隶属度函数建

立与基于直觉模糊多维取式推理的预测规则 个方

面进行改进创新，建立了一个新型高阶 预测

模型。通过在通用数据集上的对比实验，验证了所

建模型能够有效克服 预测理论的缺陷，取得较

好的预测结果。

设 是一给定论域，则 上的一个

直觉模糊集 为

其中， 和 分别代表

的隶属函数和非隶属函数，且 ，有
≤ ≤ ，称 为

的直觉指数，它是 对 犹豫程度的一种测度。

设 和 是普通有限非空集合或论

域。定义在直积空间 上的直觉模糊子集 为

从 到 之间的二元直觉模糊关系。记为

其中， ，

满足条件 ≤ ≤ ， 。

设给定论域 为 的一

个子集， 为定

义 在 上 的 直 觉 模 糊 集 ， 若

，则称 为定义在 上的直觉

模糊时间序列。
这里， 表示语言变量， 表示可能的语

言变量值，如 为语言变量“年龄”，则 可

以是“较老”、“年老”、“较年轻”、“年轻”、“年幼”
等。因为 的取值随时间 而变化，故 为 的

函数，且论域也随 而变化，所以常将 看作变

化的论域。
令 为定义在 上的直觉模糊时

间序列。设 为从 到 之间的直觉

模糊关系，且满足 ，即

是由 通过直觉模糊关系 推导得到

的，其中“ ”表示直觉模糊合成运算，则称

为 上的一阶直觉模糊逻辑关系，可表示为

其中， 和 分别称为关系的前件和后件。

令 为定义在 上的直觉模糊时

间序列。若 是由 共

同推导得到的，它们之间的直觉模糊逻辑关系可表

示为

则称 为一元 阶直觉模糊时间序列。

令 和 为

个直觉模糊时间序列。如果 由

共同推导得到，则

它们之间的直觉模糊逻辑关系可表示为

则称 为 元 阶直觉模糊时间序列。

如果对于任意的 ， 均与 无

关，即 ，有 ，则称 为

时不变直觉模糊时间序列；否则，称为时变直觉模

糊时间序列。

本文研究对象为一元高阶时不变直觉模糊时
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间序列。

传统 预测模型可以概括为以下 个步骤。

确定论域大小，并对论域进行划分。

建立直觉模糊集，将历史数据直觉模糊化。

建立直觉模糊逻辑关系，确定预测规则，求

得预测值。

预测结果去模糊化输出。

本文的高阶 预测模型将步骤 的去直觉

模糊化过程融合到步骤 的预测计算中，将模型缩

减为 个主要步骤。本节以通用数据集 大

学招生人数为例，介绍所建模型。

定义问题的讨论范围，即论域

，其中， 和 分别表示历史数据的

最小值和最大值； 和 是 个合适的正数，为了

讨论和计算上的方便使 和 分别向下、向上

取合适的整数。在本例中，历史数据为 年
年共 年招生数，待预测数据为 年招生数，
其中 ， ，令 ，

，则论域 。

在论域划分上， 模型的理论和方法在

模型上同样适用， 和 等 的
研究已表明，在 模型中使用非等分划分方法
会产生比等分方法更好的预测结果。近年来，很
多学者采用遗传算法、粒子群算法和 等算

法来实现非等分的论域划分，这类算法的每个子
区间具有明显实际意义，更符合人们的理解习
惯。但是，这类算法通常在大数据条件下才能充
分发挥其优良性能，而这又与 和 模型

不需要大量历史数据的优势相背离；此外，
预测方法在实际中也多用于数据量不大的经济、
环境等问题。因此，本文采取了较上述优化算法
更简捷、更具实时性的基于最大生成树的直接模

糊聚类算法 。
设 是待分类对象的全体，其

中， ，即 有 维

特征。所谓最大树法就是以被分类对象为顶点，相
似矩阵 的元素 为边的权重而得到的一棵最大

树，然后取定阈值 ，去掉权重小于 的边，

得到一个不连通的图，其中，各连通分支的顶点便

构成了一个在 水平上的分类。对于不同的 可以

得到不同的分类，从而得到一组动态分类，因此算

法的最后还需确定一个最佳阈值 从而对应一个

最优分类，确定最佳阈值的方法有 统计量方法

等。文献 对算法具体步骤已有详细介绍，本文

不再赘述。

通过聚类得到的 类数据可记为

其中， ， ≤ ≤ ≤ ， ，

表示第 类数据所含对象个数。

记

则论域 被划分成的 个非等长区间可表示为
⋯ 。

本例中得到历史数据的最优分类数为 ，进而

将论域 划分为 个区间（为便于计算将所有数据

均缩小 倍）。
， ，

， ，

， ，

， ，

。

对应于论域 的 个区间，定义 个代表语言

变量的直觉模糊集

其中， 。它们的现实意义可以理解为：

“很少”、“少”、“较少”、“微少”、“正常”、“微多”、

“较多”、“多”、“很多”。
确定 的隶属度和非隶属度函数是该步骤的

关键所在。由于直觉指数的影响，确定直觉模糊集

的隶属度和非隶属度函数的方法呈现极大的复杂

性。已有方法如模糊统计法、三分法、二元对比排

序法等都将直觉指数固定为一个常数 ，有失客观

性，因此，本节针对 模型实际应用情况和划

分区间的特性，给出一种新的方法。

首先，通过客观分析，给出以下 条规则。
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当 位于区间中点即 时，

， 。

当 位于区间边界即 时，直觉指数取

最大值，隶属度和非隶属度相等，根据具体情况令

≤ ≤ ，则 。

然后，从上述规则出发，确定隶属度函数采用

典型 函数

非隶属度函数由 函数变形得到

则直觉指数函数为

其中， ， 、 和 、 为函数的

参数，是确定隶属度和非隶属函数的关键，依然由

上述规则计算得到

为有限论域 上的直觉模糊集，如

果 满足：
≤ ≤ ， ≤ ≤ ；

≤ ≤ ， ≤ ≤

。

则称直觉模糊集 为正规直觉模糊集。

本节提出的隶属度函数、非隶属度函
数和直觉指数函数的确定方法是规范的，即 是正

规直觉模糊集。

由 函数的定义，有 ≤

≤ ，即 ≤ ≤ 。

故得 ≤ ≤ ， ≤ ≤ 。

由 ≤ ≤ 且 ≤ ，有

≤ ，又因为 ，代入 函数中，

可得 ≤ 。又由

≤ ≤ ≤ ≤ ，

有 ≤ ≤ 。故

得 ≤ ≤ ，即

≤ ≤ 。因

此， ≤ ≤ 。

进而，得 ≤ ≤ 。

由直觉指数函数的确定方法，明显可得
。

证毕。

本例中，令 ，计算得到各参数的值如表

所示。

直觉模糊集

各直觉模糊集的隶属度函数、非隶属度函数和

直觉指数如图 图 所示。

最后，将历史数据直觉模糊化。计算历史数据

对每个直觉模糊集的隶属度、非隶属度和直觉指数

的值，其中，最大隶属度对应的直觉模糊集即该历

史数据所属的直觉模糊集。本例中 个历史数据

各自对应的直觉模糊集如表 所示。
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( ) ( ) ( ) 1
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1

1 13.154 5 0.009 9 13.154 5 0.033 5

2 13.795 5 0.098 3 13.795 5 0.331 8

3 14.601 5 0.042 4 14.601 5 0.143 1

4 15.553 5 0.166 2 15.553 5 0.560 8

5 16.392 0 0.017 6 16.392 0 0.059 5

6 17.066 5 0.091 2 17.066 5 0.307 7

7 18.047 5 0.109 1 18.047 5 0.368 2

8 18.854 5 0.036 0 18.854 5 0.121 6

9 19.574 5 0.075 2 19.574 5 0.253 8

1~ 3
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图 各直觉模糊集的隶属度函数

图 各直觉模糊集的非隶属度函数

图 各直觉模糊集的直觉指数函数

年份 直觉模糊集 年份 直觉模糊集

本文采用启发式直觉模糊多维取式推理进行

预测，首先介绍多维取式推理的基本概念。

设 和 是 上的

直觉模糊集， 和 是 上的直觉模糊集，基于直

觉模糊关系的广义多维取式推理规则 陈述的是：

给定两直觉模糊命题“ 是 ”和“如

果 是 ，则 是 ”，可推出一个新

的直觉模糊命题“ 是 ”，且 与

近似， 与 近似。推理模型为

规则：

输入：

输出：
令 ，则

模型中的表述规则可简记为直积空间 上的直
觉模糊关系 ，其关系矩阵 是一个

双矩阵。在直觉模糊推理中，关系矩阵的计算运用
不同的算子，可得到不同的 与 ，所以计算结

果的数值不唯一，而推理输出的结果基本是一致

的。其中， 蕴涵算子性能较好且便于计算，

因此这里选其进行推理计算 ，即

其中，

则推理输出为

其中，直觉模糊合成运算“ ”采用“取大—取小”

运算，即

5 119

1  

2  

3 

1971 1 1982 4

1972 2 1983 4

1973 2 1984 4

1974 3 1985 4

1975 4 1986 4

1976 4 1987 6

1977 4 1988 7

1978 4 1989 8

1979 6 1990 9

1980 6 1991 9

1981 5

  

 ( 1, 2, , ) ( 1, 2, , )

[29]

1 2

1 2

1 2

1 2

IF is  1 2 THEN is 

  is  1 2

  is  

1 2 , 1 2

( ; )

Mamdani
[28]

( , ), ( , )

( , )
(14)

( , ) ( ) ( ) (15)

( , ) ( ) ( ) (16)

1 21
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (17)

1 21
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (18)

(19)

( ) ( ) ( , ) (20)

( ) ( ) ( , ) (21)
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表 历史数据对应的直觉模糊集

直觉模糊逻辑关系和预测规则
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其中，

在一阶 预测模型中，当前时刻的值只

由上一时刻的值决定，而在高阶 预测模型

中，当前时刻的值由该时刻之前的 个时刻的值

共同决定。为方便计算，本例令 ，即以三

阶 预测模型为例进行计算。设 年招
生数对应的直觉模糊集为 ，其前 年招生数

对应的直觉模糊集分别为 、 、 ，则直觉

模糊逻辑关系为

同时，可以由历史数据得到 个三阶一元直

觉模糊逻辑关系，如表 所示。

序号 直觉模糊逻辑关系

建立直觉模糊逻辑关系后，便可建立预测规则

计算预测值，具体步骤如下。

选择直觉模糊逻辑关系。

将式 的前件分别与表 中各关系式的前件

进行比较，选择与其前件相似的关系式，作为

中直觉模糊多维取式推理的推理规则。下面给出选

择相似前件的方法。

为方便表述，将表 中各关系式前件的下标

重新标记，分别记为

若 ，使

≤

≤

≤

≤

成立，则认为直觉模糊逻辑关系 与

表示相应的后件 的前件是

相似的；否则，选取令 取得最小值的一个或多个

关系作为相似关系。

通过计算得到表 中与式 的前件相似的直

觉模糊逻辑关系为表 第 和 的关系

进行直觉模糊推理。

在这里，进行推理计算时应用的并不是严格意

义上直觉模糊多维取式推理，而是启发式的推理
计算。即历史数据与直觉模糊集 的

地位互换，将历史数据看作直觉模糊集，记为
，将 看作集合的元素， 与

看作元素 对集合 的隶属度和非隶属度，

则直觉模糊集 可表示为

120       37

* * * *
1 21

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (22)

* * * * *
1 21

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (23)

  

IFTS

IFTS

3

IFTS 1992

3

8 9 9

8 9 9,  ,  (24)

18

3

1 1 2 2 3, ,

2 2 2 3 4, ,

3 2 3 4 4, ,

4 3 4 4 4, ,

5 4 4 4 4, ,

6 4 4 4 6, ,

7 4 4 6 6, ,

8 4 6 6 5, ,

9 6 6 5 4, ,

10 6 5 4 4, ,

11 5 4 4 4, ,

12 4 4 4 4, ,

13 4 4 4 4, ,

14 4 4 4 6, ,

15 4 4 6 7, ,

16 4 6 7 8, ,

17 6 7 8 9, ,

18 7 8 9 9, ,

(24) 3

Step2

1) 3

1 1 1
1 2 3

2 2 2
1 2 3

17 17 17
1 2 3

18 18 18
1 2 3
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4

9

9

 ,   ,  

 ,   ,  

               

,  ,  

,  ,  (25)

2)  ( 1, 2, ,18)

1 1

2 2

3 3

1 2 3

8 2
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(26)

8 9 9,  ,  

1 1 1
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Step1  

Step2  

高阶直觉模糊逻辑关系

基于直觉模糊推理的预测规则

表 历史数据对应的直觉模糊逻辑关系
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将式 、式 和式 的前件和后件分别以
对应的直觉模糊集 替代，可得变形后的直觉模糊

逻辑关系为

分别将式 和式 作为 节中直觉模

糊多维推理的推理规则，式 的前件作为推理

输入，推理输出分别记为 和 ，则推理模型

分别为
规则：

输入：

输出：

和
规则：

输入：

输出：

按式 式 进行推理合成运算，可以得到

中拥有最大隶属度的为 、 和 这 个连续

的元素， 中拥有最大隶属度的为 。

推理结果去直觉模糊化。

直觉模糊集的解模糊算法通常有重心法、

加权平均法和最大真值法等，由于重心法具有

比较平滑的输出控制，及对应于输入信号的微

小变化输出也会发生一定的变化，且这种变化

明显比较平滑，因此本节采用重心法对推理结

果解模糊化 。重心法的具体计算方法是取隶

属度函数和非隶属度函数合成的真值函数曲线

与横坐标围成的平面图像面积的重心为解模糊

的输出值，即

其中， 为输出论域， 为定义在论域 上的直觉

模糊子集。

计算可得 去直觉模糊化的结果为 ，

去直觉模糊化的结果为 。

推理结果加权合成输出。

当只存在一个推理结果，即在 中只找到

一个相似关系时，那么该推理结果的权重 ，将

该推理结果作为最终预测结果输出。当存在多个推
理结果时，则需要分别计算各推理结果 的权重

，将它们的加权和 作为最终结果输

出。下面以 、 为例介绍具体计算方法。

采用基于标准化欧式距离的相似度计算方

法，如式 所示，分别计算式 与式 的前件
相似度 ，式 与式 的前件相似度 。

计算权重 、

推理结果加权合成

至此，就得到了 年的招生人数的预测结

果为 人。

按照本文所建模型继续对 大学招生数

据集的其他各年数据进行预测，以检测其可行性，

所得结果如表 所示。

根据均方误差（

）和平均预测误差（

） 项指标对本文模型的预测性能进行检验，

指标的计算如式 和式 所示，计算结果如

5 121

(24) (27) (28)

19 2 0 21,  ,  (30)

17 18 19 20,  ,  (31)

18 19 2 0 21,  ,  (32)

(31) (32) 3.3.1

(30)
1 2

IF is 17 18 1 9 THEN is 20

is  19 20 21

  is  1

IF    is 18 1 9 2 0 THEN is 21

  is  19 20 21

  is  2

(14)~ (23)
1

7 8 9 3
2

8
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0

( )
( ) d

2
( )

( ) d
2

(33)

1
1 18.97

2
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1 2
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1

1
1 ( , ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ) p ( ) p ( )

2
(34)

1 9 1 7 2 0 18 21 19
1

3 ( , ) ( , ) ( , )
0.616 1

3
(35)
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2

3 ( , ) ( , ) ( , )
0.762 3

3
(36)

2) 1 2

1
1

1 2

0.447 (37)

2
2

1 2
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4

RMSE, root mean square 

error AFE, average forecasting 

error 2

(40) (41)

2016099-7

jF

tF F F F

F F F F

F F F F

tF tF

x F F F y F

x F F F

y tF

x F F F y F

x F F F

y tF

tF A A A

tF A

F
F

U

F
F

U

c
c c c

C
c

c c

U F U

tF f

tF f

if

i i if f

tF tF

s s

n

A i B i A i B i A i B i
i

s d A B x x x x x x
n

d F F d F F d F F
s

d F F d F F d F F
s

s

s s

s

s s

f f f

→

→

→

× ×

× ×

× ×

× ×

π 
+ 

 =
π 

+ 
 

∫

∫

=

=

=

= ∑

( ) ( ) ( )
=

 = − = − − + − + − ∑

− − −
= =

− − −
= =

= =
+

= =
+

= + =

Step3  

Step4  

4

4.1  Alabama

m

m

w

w w

m m g g

w w

w

w

w w

模型应用

大学数据集实验



· · 通 信 学 报 第 卷

表 所示。

真实值 预测值

真实值 预测值
真实值

年份 实际招生数 预测值

—

—

—

将文献 中的模型在该数据集上的预

测性能一同列入表 中进行比较。其中，文献 为传

统 模型；文献 为高阶 预测模型，文中作

者选择的最优预测结果所对应的“ ”

模型将论域划分为 个区间，这在实际操作中会带

来极大的工作量，是不现实的，因此本文在保证计算

合理的基础上选则其性能最优的“ ”

模型进行比较；文献 和文献 为一阶 预测

模型，为现有 预测模型中并没有高阶模型，所

以只能与一阶模型进行比较。

指标

文献

文献

文献

文献

本文

由表 可知，本文所建高阶 模型能够有效

预测通用数据集中的数据，预测效果较现有模型有了

较大提升，表明模型具有很强的可行性和有效性。

北京市日均气温数据集是由中国气象信息中

心提供的以天为单位对北京市气温进行的统计，取

每日 次定时（ 、 、 、 ）观测

值的平均值为该日气温平均值，本文只选取从 年

月 日 年 月 日的 个数据作为实验数

据集，如表 所示。

日期 气温 日期 气温

在该数据集上应用文献 、文献 、文献

和文献 中的模型及本文模型进行预测，预测值

及实际值如图 所示。

122       37

5

2

1

( )

(40)

1
100% (41)

  

1971 13 055

1972 13 563

1973 13 867

1974 14 696 14 233

1975 15 460 15 400

1976 15 311 15 420

1977 15 603 15 513

1978 15 861 15 605

1979 16 807 16 780

1980 16 919 17 010

1981 16 388 16 513

1982 15 433 15 605

1983 15 497 15 600

1984 15 145 15 221

1985 15 163 15 300

1986 15 984 15 853

1987 16 859 16 807

1988 18 150 17 545

1989 18 970 18 238

1990 19 328 18 780

1991 19 337 18 975

1992 18 876 18 880

[1, 16, 23, 25]

5 [1]

FTS [16] FTS

200-4-second order

35

300-3-first order

[23] [25] IFTS

IFTS

  

/%

[1] 677.1 3.35

[16] 433.6 2.56

[23] 418.9 2.07

[25] 399.3 1.99

303.1 1.27

5 IFTS

4 02:00 08:00 14:00 20:00

2014

6 1 ~2014 7 1 31

6

  

6.1 247 6.17 232

6.2 220 6.18 240

6.3 252 6.19 240

6.4 257 6.20 221

6.5 280 6.21 220

6.6 217 6.22 220

6.7 231 6.23 250

6.8 233 6.24 273

6.9 233 6.25 244

6.10 217 6.26 262

6.11 237 6.27 292

6.12 278 6.28 299

6.13 260 6.29 288

6.14 259 6.30 298

6.15 262 7.1 288

6.16 259
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表 本文模型对 大学入学人数的预测结果

表 各模型对 大学入学人数的预测性能

日均气温数据集实验

表 北京市日均气温（单位： ）

4 Alabama

5 Alabama

4.2  

6 2014.6.1~2014.7.1 0.1℃
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各模型预测性能对比如表 所示。

指标

文献

文献

文献

文献

本文

本文针对模糊时间序列预测方法的不足，利用

直觉模糊集在处理不确定数据集上的优势，建立了

一个新的高阶直觉模糊时间序列预测模型。采用基

于最大支撑树的模糊聚类算法实现论域的非等分

划分，使论域划分这一基础步骤更具实时性和简捷

性；针对划分数据的实际特性，给出一种更客观的

直觉模糊集隶属度和非隶属度的确定方法；采用直

觉模糊多维取式推理建立序列数据的预测规则，更

有效地预测不确定数据的模糊变化特征。在 类数

据集上与经典算法的对比实验表明模型具有较好

的预测性能。如何建立多元高阶直觉模糊时间序

列，进一步提高预测性能，将是下一步研究的重点。

图 各模型对日均气温数据集的预测结果
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